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Zginanie sprężystych belek trójwarstwowych 
z rdzeniem falistym 

W pracy opisano model teoretyczny belki-pasma trójwarstwowego z rdzeniem wykona-
nym z cienkiej pofałdowanej blachy. Sformułowano sztywności tego pasma i wyznaczo-
no jego ugięcia. Wyróżniono dwa kierunki zginania walcowego pasma, jeden zgodny z 
kierunkiem pofałdowania rdzenia, drugi prostopadły do pofałdowania. Ugięcia wyzna-
czone analitycznie porównano z ugięciami uzyskanych doświadczalnie. Wykazano po-
prawność modelu analitycznego w zakresie zginania pasma płytowego – belki trójwar-
stwowej w dwóch charakterystycznych kierunkach. Praca jest realizowana w ramach 
projektu rozwojowego nr R 10 0047/06/2009 „Konstrukcja pojazdu szynowego z zasto-
sowaniem najnowszych lekkich materiałów o wysokich parametrach wytrzymałościo-
wych i o minimalnym oddziaływaniu na środowisko” 

1. Wprowadzenie 
 

Pudła wagonów osobowych są konstrukcjami cien-
kościennymi, których rozwój trwa od ponad stu lat, co 
krótko scharakteryzowali Magnucki, Kuligowski i 
Kruś [9]. Podstawy mechaniki konstrukcji cienko-
ściennych z uwzględnieniem zagadnień wytrzymałości 
i stateczności przedstawiono m.in. w pracach 
[4],[7],[11],[13] i [14]. Konstrukcje warstwowe, z 
uwagi na swe właściwości mechaniczne, są stosowane 
od wielu lat w budowie samolotów lub pojazdów ko-
smicznych. Podstawy mechaniki tych konstrukcji 
omówiono w [3] i [10]. Modelowanie płyt trójwar-
stwowych z rdzeniem o strukturze falistej opisano w 
[1],[2],[5],[6],[8] i [12]. 

Przedmiotem badań są aluminiowe belki-pasma 
trójwarstwowe z rdzeniem wykonanym z cienkiej 
blachy falistej o długości L i szerokości a poddane 
czystemu zginaniu. Połączenie okładzin z rdzeniem 
zrealizowano za pomocą cienkiej warstwy kleju. Spo-
sób obciążenia belki-pasma, taki jak dla czteropunk-
towego zginania, dwoma siłami skupionymi przyłożo-
nymi symetrycznie względem jej środka przedstawio-
no na rys.1. Przyjęto następujące własności mecha-
niczne materiału oraz wymiary geometryczne: 
E = 69000 MPa, ν = 0.3, L = 750 mm, L1 = L0 = 250 
mm. 

Rozpatrzono zależność między momentem zgina-
jącym a ugięciem dla wzdłużnego i poprzecznego 
ułożenia pofałdowania rdzenia. 

2. Sztywności belki  
 
Przekrój poprzeczny analizowanej belki-pasma pły-

towego przedstawiono na rys. 2. 

Rys.1. Schemat obciążenia belki-pasma trójwarstwowego  

Rys.2. Przekrój poprzeczny belki-pasma płytowego  
trójwarstwowego  

gdzie: 
a0 – podziałka pofałdowania 
tc – wysokość pofałdowania 
t0 – grubość blachy falistej 
tf – grubość okładzin 
H – całkowita wysokość pasma 
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Założono, że powierzchnia środkowa pofałdowanego 
rdzenia ma kształt sinusoidalny: 
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gdzie 0x  i ξ bezwymiarowe zmienne zdefiniowane 
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Bezwymiarową długość powierzchni środkowej 
jednej podziałki pofałdowanego rdzenia zapisano jako: 
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Całkowitą powierzchnię przekroju poprzecznego 
oraz moment bezwładności na jednostkę długości 
względem osi y przedstawiono w postaci wyrażenia:  
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Całkowitą powierzchnię przekroju poprzecznego 
oraz moment bezwładności na jednostkę długości 
względem osi x przedstawiono w postaci wyrażenia:  
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Sztywności zginania pasma płytowego trójwar-
stwowego z pofałdowanym rdzeniem zapisano w po-
staci: 
         yx IED ⋅= ,           xy IED ⋅= ,    (7) 
gdzie: 
    E – moduł Young’a. 

3. Model analityczny belki trójwarstwowej 
 
Zależność między momentem zginającym Mb i 

funkcją ugięcia w(y) w osi obojętnej, w oparciu o teo-
rię zginania belek Eulera-Bernoulli’ego, zapisano w 
postaci: 

                             by M
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wdDa −=⋅ 2
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 Moment gnący w części środkowej belki (L1 ?  y ?  
L1 + L2) określono zależnością: 
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Równanie (8) podwójnie całkowano przyjmując 
następujące warunki brzegowe dla stałych całkowania: 

                       ( ) ( ) 02,00 == L
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dww . 

Funkcję ugięcia dla części środkowej (L1 ≤ y ≤ L1 + L2) 
można, więc zapisać w postaci: 
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Maksymalne ugięcie ( )2max Lww =  jest równe: 
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gdzie: 

                                    
L
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1 =λ . 

Zależność między momentem gnącym a promieniem 
krzywizny ma postać: 

y

g

Da
M

R ⋅
=1 ,                                (12)  

gdzie: 
R – promień krzywizny. 

Rys. 3. Schemat ugięcia belki-pasma 
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Dla małych ugięć (f << c) współczynnik Mg / f można 
zapisać w postaci: 

2

2
c

Da
f

M yg ⋅⋅
= ,                      (13)  

gdzie: 
f – strzałka ugięcia, 
c – odcinek pomiarowy. 

Dla belki-pasma trójwarstwowego z wzdłużnie po-
fałdowanym rdzeniem o następujących parametrach: t0 
= 0.3 mm, tf = 1 mm, tc = 9.5 mm, a0 = 14 mm, c = 50 
mm wyznaczono, z zależności (11) i (13), następujące 
wartości: wmax = 28.933 mm, Mg / f  = 331.226 
Nm/mm. 

Zależności na maksymalne ugięcie wmax i współ-
czynnik Mg / f  dla pofałdowania poprzecznego uzy-
skano poprzez zastąpienie zmiennej y przez zmienną x 
w zależnościach (11) i (13). Wówczas otrzymano na-
stępujące wartości: wmax = 31.399 mm, Mg / f 
 = 305.210 Nm/mm. 

4. Badania eksperymentalne belek 
 
Sztywności rozważanych belek trójwarstwowych 

wyznaczono również doświadczalnie. Specjalne sta-
nowisko zbudowane na bazie maszyny Zwick Z100 
realizowało zginanie 4-punktowe badanych obiektów. 
Ogólny widok stanowiska przedstawiono na rys. 4. W 
[15] omówiono szczegóły badań doświadczalnych. 
Czteropunktowe zginanie belek zrealizowano za po-
mocą układu rozciąganych belek, co umożliwiło unik-
nięcie powstanie sił poziomych w badanych obiektach. 
Siłę obciążającą F1 mierzono siłomierzem tensome-
trycznym S9 50 kN firmy HBM, natomiast do pomiaru 
ugięć f zastosowano trzy czujniki indukcyjne WA 10 
mm HBM. Układ pomiarowy przedstawiono na rys. 5. 
Podczas badań stanowiskowych rejestrowano wartości 
sił F1 i ugięć f.  

Rys. 4. Ogólny widok stanowiska 

Rys. 5. Schemat pomiaru ugięć 

5. Porównanie wyników 
 

Rezultaty obliczeń analitycznych oraz badań do-
świadczalnych w postaci współczynnika Mg / f, dla 
belki z rdzeniem pofałdowanym wzdłuż dłuższego 
boku, zestawiono w tabeli 1, a dla belki z rdzeniem 
pofałdowanym poprzecznie do dłuższego boku w 
tabeli 2.  

Rezultaty analiz dla belki z rdzeniem pofałdowanym wzdłuż 
dłuższego boku                                                               Tabela 1 

Współczynnik Mg/f 
[Nm/mm] L.

p. 
t0 

[mm] 
tf 

[mm] Analitycz-
nie 

Doświad-
czalnie 

Różnica 
[%] 

1 0.3 1 331.22 330.1 0.34 

 
Rezultaty analiz dla belki z rdzeniem pofałdowanym po-
przecznie do dłuższego boku                                          Tabela 2 

Współczynnik Mg/f 
[Nm/mm] L.

p. 
t0 

[mm] 
tf 

[mm] Analitycz-
nie 

Doświad-
czalnie 

Różnica 
[%] 

1 0.3 1 305.21 304.9 0.10 

 

6. Zakończenie  
 
Przedmiotem rozważań było czteropunktowe zgi-

nanie aluminiowej belki trójwarstwowej z rdzeniem 
wykonanym z blachy falistej. Rozpatrzono obciążenie 
w kierunku zgodnym oraz prostopadłym do pofałdo-
wania rdzenia. Przedstawiono zależności określające 
sztywności belki w obu kierunkach. Z rezultatów 
przedstawionych w tabeli 1 i 2 wynika, że belka trój-
warstwowa z rdzeniem pofałdowanym wzdłuż długo-
ści belki jest sztywniejsza niż w kierunku prostopa-
dłym. Maksymalna różnica między wynikami obliczeń 
analitycznych oraz badań doświadczalnych, nieprze-
kraczająca 0.34%, wskazuje na wystarczającą zbież-
ność rezultatów a tym samym potwierdza poprawność 
modelu obliczeniowego. 
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